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SUMMARY

The numerical filtering is a method for-smoothing the oscillations (with
high and/or low frequences) in a time series. The fast Fourier transform
and the computer are used to filter numerically, and today, filtering is
mostly done in this way.

Functions F (u) and f (t) are called Fourier integral transform pair, if
the relationships (1) and (2) are true. Power spectrum, S(u), is derived
from spectrum, F(u), by formula (4). S(u) is analogical to squares of
Fourier coefficients in a Fourier series expansion (page?2l) and therefore
a value of S(u) is proportional to the variance of wave component with
frequency u.

The necessary condition for periodical time series f(t,) and F(u, ) to be
Fourier transform pair are relations (5) and (6). But ﬂostly the“series
f{t.) is defined on finite interval [O,T) only, with N equidistant samples.
Perfodicity with period T is then achieved with periodical continuation of
the series outside the interval of definition. With the great N, the fast
Fourier transform (FFT) method /3/, based on (5) and (6), greatly reduces
the elapsed computer time. It is recommended that N should be egual ta the
power of number 2.

Filtering is done by "correcting", i.e. multiplying (see (7)), the spectrum
F(uyg) with an appropriate filter T(u) and transforming it back to filtered
time series, fl(t‘)‘ We took the simplest possible filter -~ the step functi-
on (8). With maximum and minimum frequency, i.e. up.x and upins We choose
which frequency will be filtered out and which not.

The time series of the air temperatures measured daily at Kredarica from
1971 to 1976 is used (fig.l - year 1973 only). It is transformed with FFT
method to spectrum and then to power spectrum (fig.2). The highest peak
corresponds to frequency 1.07 cycles per year., We smothed (filtered) the
original time series with up,, = 1/(27 days) and upyi, =0 at first (fig.3).
This is the so~called lowpass filter. The waves with frequenciss greater
than ug,, were diminished. the noise (fig.4), i.e. oscillations owing to
"weather", with frequencies greater than upy,y, seems to be normally dis-
tributed (fig.5) around the smoothed curve. The next one was the bandpass
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filter, whicn cuts off also the wave components with low frequencies
(fig.7). Again Upgx = 1/(27 days), but upip = 1/(256 days). the lowpass
filtered temperature data for upagyx = 1/(256 days) only look as shown in
fig.8. It shows a considerable annual changing of temperature.

POVZETEK

Numeridno filtriranje-je poseben primer glajenja tako visoko kot tudi niz=-
kofrekvendnih oscilacij v casovni vrsti. Danes se najveCkrat numericno fil-
tprira z racunalnikom in s hitro Furierovo transformacijo.

Avtorji opisejo matematiéne osnove numeridnega filtriranja in demonstrirajo
vse tri tipe filtrov (nizkofrekveninega, pasivnega in visoko frekvencnega)
na Sasovni vrsti temperatur zraka, ki so jih dnevno merili na Kredarici v
letin od 1971 do 1976. Analizirajo tudi moénostni spekter te vrste. Dobijo
ga kot vmesni rezultat pri filtriranju.

UveD

Pravkar kondujemo z urejanjem 10-letnega arhiva podatkov dnevnih klimatolos-
kih opazovanj z vseh postaj v Sloveniji. Arhiv je na magnetnih trakovih in
bo zato podatke mogoce radunalnisko obdelovati. Na voljo bomo imeli torej
podatke, sodobna raziskovalna sredstva (radunalnike) imamo, osvojiti mora-
mo e sodobno metodologijo analize teh podatkov.

V prispevku Zelimo opisati preprosto in hitro radunalnidko metodo za filtri-
ranje &asovnih vrst. Filtriranje nam pomeni transformacijo, ki iz vhodnega
signala (Casovne vrste) izlodi Sum ali pa v njem dolodene elemente poudari
/1/. Poseben primer filtriranja je glajenje. {e privzamemo, da Je vrsta ozi=-
roma krivulja sestavljena iz nekaj pravilnih Zasovnih valov in nekaj nak juc-
nih visokofrekvenénih valovanj, oziroma iz koristne ¢asovne krivulje in mo-
tedin filuktuacij, potem lahko z glajenjem motela visokofrekvendna valovanja
izlodimo. Pri analizi klimatoloskih %asovnih vrst, za primer, Zelimo izloli-
ti nakljulne fluktuacije zaradi vremena, da ostanejo za analizo le se stal-
ne podasne klimatoloske valovne komponente. Glajenje Je nizkofrekvenéno fil-
triranje, ker ohrani valovne komponente z nizkimi frekvencami. Z visokofrek-
venénim filtriranjem izlodimo komponente z nizkimi frekvencami. Ce nas zani-
majo le nihanja temperature, krajSa od enega leta, izlodimo z visokifrekven-
Ypim filtriranjem izrazito enoletno in vsa dalj$a nihanja. Najsplodnejse Je
pasovno filtriranje, ki ohranja le valovanja s frekvencami iz v naprej 1z-
branega frekveninega intervala. ’

Metoda sloni na radunanju spektra dasovne vrste s programom za hitro Fouri-
erovo transformacijo. Prenosna funkcija je dvovrednostna stopnidasta funkci-
ja, ki v izbranem frekvendnem intervalu zavzame vrednost 1, izven njega pa
vrednost 0. Filtrirano Sasovno vrsto dobimo z istim programom z inverzno
Fourierovo transformacijo produkta prenosne funkcije in spektra.

Praznujemo 25-letnicc delovanja najvisje jugoslovanske meteorologke opazo-
valnice Kredarica. Zato smo za podatke, na katerih prikazujemo metodologijo
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fil?r?rénja, vzeli iz omenjenega arhiva v letih od 1971 do 1976 na Kre-
darici izmerJjene temperature suhega termometra ob 14. uri.

FOURIEROVA TRANSFORMACIJA, MOCNOSTNI SPEKTER IN NUMERICNO FILTRIRANJE

Vzemimo, da za neko funkecijo f(t) i
. za t z intervala - j
Fourierova transformiranka, F(u):, ©hew . obstal

F(u) = [ £(t).e”2 ™3 g¢ (1)

- O

:a frekvencglu z intervala = » <u< « , in da dobimo z inverzno Fourierovo
ransformacijo spet funkcijo f(t):

0

£(t) = [ F(u).e

== 00

2T iut .
. du , (2)

potem.pravimo, da sta f(t) in F(u) Fourierov transformacijski par. Fouri-
erov 1§tegr§l (2) predstavlja funkcijo f(t) v obliki vsote neskonénega Ste-
vila sinusnih in cosinusnih nihanj z zvezno spreminjajoco se frekvenco u
Pravim?, da je funkcija f(t) razvita v zvezni spekter. F(u) imenujemo s ék
%er oziroma gostoto spektra funkcije f(t). V splodnem je kompleksna fu i i
ja. Realni del oznalimo z a(u), imaginarnega pa z b(u): e

F(u) = a(u) + i . b(u) . (3)

A

Za realno funkcijo f(t) iz (1) hitro sledi, d iti
Lo NG kel , da morata biti a(u) soda, b(u)

a(=u) = a(u) in b(=u) = =b(u) .

S spektrom F(u) je definiran tudi mocnostni
i spekt : ¢
o) Sty p er (pravilneje: mocC gos-

2

s(u) = |F(w) - 22w o+ bou) . ()

Tudi S(u) je za realno funkcijo f(t) soda funkcija: S(-u) = S(u).

igng?ijé i(u) in b{u) sta analogni Fourierovim koeficientom, a, in b ,

i jih dobimo pri harmonidni analizi, de razvijemo k i ¢

< d 4 ako period i-
jo, recimo g(t), v Fourierovo vrsto:, F reno finked

00

a
o §

g(t) = =" + (a, . cos (2mkut) + b, . sin (2wkut) )
2 ] k k °
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ZapiSemo jo lahko tudi v obliki:
a o
g(t) = = + Z A . sin (2mkut +B)) ,
’ 2 k=1
kjer je A amplituda k-te sinusne komponente in se izraZa s Fourierovima

koeficien%oma ak in bk takole:

Ker za (3) velja, da jJe:

2
‘F(u)l = U a2(u) + b (u)
Jje funkcija If(uﬂ analogna amplitudam sinusnih komponent pri harmonicéni
analizi, modnostni spekter S(u) pa kvadratom amplitud.

To pomeni, da dobimo na grafu moénostnega spektra neke fgnkc%jgvga valo=-
vanja, ki v njej nastopajo z najvisjimi amplitudami, tudi naqv1s3e‘vred-
nosti in izrazite vrhove. Graf moc¢nostnega spektra predstaYlJa.v blStYu
ver jetnostno porazdelitev valovanj 2z razliénimivffekvencaml, ki v‘dgnl fun-
kciji ali dasovni vrsti nastopajo. Na ordinati citamo vrednostt Kl je soraz-
merna varianci vrednosti posamezne valovne komponente, na abscisi pa kompo-

nentino frekvenco.

Vedinoma je funkcija f(t) dana kot konéna dasovna vrsta. Definirana je sa-
mo v N ekvidistandénih toékah,jtj, na intervalu [o,T):

7 diskretizacijo oziroma z -izbiro intervala vzordenja, At, je po izreku o )
vzordenju spekter F(u) lahko od nié razlicen le za f{ekvence absolutno'mang-
8e od Nyquistove frekvence : u, = l/(2.AE). Ce segaq zahtevgmo, da.naJ ge'
F(u) izven intervala [-uN , u%i]periodicno nadal juje, torej da naj velja:

F(u) = F(u+2.m.uNy) R

in da naj se periodidno nadaljuje izven intervala [o,T) tudi funkcija f(t):
f(t) = £(+m.T) (m je poljubnoc celo 3tevilo),

potem je trapezno pravilo za taki funkciji F(u) in £(t) odlicna aproksi-
macija za radunanje njunih Fourierovih integralov (1) in (2) in velja /2/:
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N- - iu, t
1 2771uk .

- J

Flu) = (T/). ) £(t). e (5)
J=o

in
N/2=-1 2ﬂiukt

£(t,) = (1/T). F(u ). e J

J K=-N/2+1 k ’ (6)
kjer je : u_ = k/T = k.Au, k=o, =1, = 2, ..., T(n/2-1).

u
Tudi vrsti F(u ) in f(t,) sta Fourierov transformacijski par, diskreten
in koncen. Pregstavlja éransformacijo Casovne vrste v njen spekter in o-
bratno, transformacijo spektra nazaj v casovno vrsto.

Kadar je Stevilo tock N zelo veliko, se 8as radunanja vsote v (5) ali (6)
bistveno skrajSa z uporabo hitre Fourierove transformacije (FFT) /3/. Napa=-
ka metode je najmanjSa, ce je N enako potenci Stevila 2.

Kot smo uvodoma omenili, je namen filtriranja ohraniti v ¢asovni vrsti valo-
vanja s frekvencami iz izbranega frekvenénega obmodja, valovanja s frekven-
cami izven tega obmocja pa izloditi. Spektra originalne in njene filtrirane
casovne vrste se razlikujeta le pri frekvencah izven izbranega frekvendnega
pasu. Tam je namre¢ mo¢ filtrirane dasovne vrste enaka ni&, moé originalne
yrste pa je lahko od nié razliéna. Iz tega sledi, da bi lahko dobili filtri-
rano c¢asovno vrsto z inverzno Fourierovo transformacijo primerno "poprav-
l1jenega" spektra originalne vrste. Dejansko potem transformiramo spekter o-
riginalne vrste, F(u), tako, da 8a pomnoziﬁo z neko prenosno funkcijo /1/,
T(u). Pri frekvencah U k =o, -1, ... _(é -1) je novi spekter , Fl(uk)’
enak:

Fl(uk) z T(uk) . F(gk) . 7

V naSem primeru smo za T(u) enostavno vzeli dvovrednostno funkecijo:

1 : u. <lusgu

T(u) = min max
' (8)
o : fuf<u . ali Jul<u :
min max

u . Jje najmanjSa, u pa najvetja frekvenca valovanja, ki naj se pri fil-
min . : . cos . L.
triranju ohrani. Njuna“izbira je odvisna od narave problema. Za glajenje
vzamemo : u in 59> tako da se izlocijo samo valovanja (3um) s frekvenco,
vedjo od u__ .. Iz spektra F (uk) dobimo filtrirano dasovno vrsto. f (t.),
za J =0, 1y «.., N=1, po %ormuli (6) spet s hitro Fourierovo transfofma-

cijo (FFT).
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“e povzamemo, potem je potek metode tak:

2

1. Casovns vrsto f(t.) z dolZino N (N je enak potenci Stevila 2)
transformiramo s FFT v spekter F(u ).
- . v . k
2. Tvorimo modnostni spekter S(u )
3. Na grafu moénostnega spektra E(u ) izberemo frekvenci u inu . .
__ . . . max min
L. Tvorimo Ypopravljen' spekter F.o(U ).
5. 7 inverzno FFT transformiramo Spekter F
Facovrno vrato fL{t ).
173

1(uk), da dobimo filtrirano

FRZULTATT TN RAZPRAVLJANJE O FILTRIRANJU CASOVNE VRSTE TEMPERATURNIH

Ui

PODATKOV

Filtrirali smo dasovno vrsto temperatur suhega termometra, ki so Jjih dnev=
50 merili ob 14,uri na Kredarici v dasu od 1.1.1971 do 9.8.1976. DolZina
vrste, T, Je 2048 dni, torej je Stevilo podatkov N=2048. To dolZino smo iz-
brali izkljudno zaradi tega, ker je za algoritem programa Zza hitro Fourie=-
rove tran?{ormacijo (FFT) najugodneje, Ce je N enak potenci Stevila 2

2048 = 2775, Vrsta je na sliki 1 izrisana zaradi omejenega prostora le

za vsak peti dan v letu 1973. NajopaznejSa so visokofrekvenéna nihanja tem-
perature zaradi spreminjanja "vremena", z valovnimi dolZinami do nekaj de-
set dni, in sezonsko nihanje, z enim nihajem na leto (nizkofrekvenina va=
lovna komponenta). Amplitudi obeh vrst nihanj sta pribliZno enako veliki,
zato so nihanja z valovnimi dolZinami, dalj8imi od nekaj deset dni, precej

Zabrisana.

Casovno vrsto temperatur smo s programom za hitro Fourierovo transformacijoc
{FFT) najprej pretvorili v diskreten spekter. Podprogram FOUR1, ki napravi
FFT, je leta 1967 napisal N.Brenner, MIT Lincoln Laboratory. Ker so naSi
podatki realna Stevila, podprogram FCURL pa dela s kompleksnimi, postavimo
na zadetku vse imaginarne komponente enake ni¢. S kvadriranjem spektra ()
smo dobili modénostni spekter, slika 2. Tako dobljeni spekter je za frekven-
Ino analizo po valovnih komponentah Se neprimeren. Potrebno ga je namredé
predelati, tzko da se pri Se dovolj visoki statistidni stabilnosti &im bolj
odpravi razmazanost vrhov in zmanj8a vpliv cele vrste nizjih vrhov, ki obkro-
7ajc vsak glavni vrh /4/. S tem se lo€ljivost in zanesl jivost dolodanja de-
janskih valovnih komponent v gasovni vrsti poveda.Nam rabi spekter le za do~
1o8anje frekveninega pasu za prenosno funkeijo (8), za to pa Jje dober tudi
surovi, neobdelani spekter.

Na moénostnem spektru na sliki 2 éitamo na abscisi frekvendno stevilo, k,

to ie - 3tevilo nihajev v Casu T. Vrednost ordinate (zgornja vrsta) pri
nekem k je enaks modi spektra pri tistem k. Izrazit vrh obstaja pri k=6,

kar ustreza frekvenci u=k/T = 1.07/leto in valovni dolZini 341 dni, torej
privliznc letnemu nihanju temperature. Mo& pri tej frekvenci je enaka 7.99
("Cc)”, ampiituda valovanja pa 2.8°Cc. za valovanja z valovnimi dolZinami, za
katere das T ni natanéno njihov mnogokratnik, se vrhovi v spektru raz8irja-
jo tez 3irse freivenéno obmodje (razmazanost), moé valovne komponente se
razdeli na veé sosednjih frekvenc. Zato je razumljivo, da je amplituda 2.8 °C
pri k = 6 dva do trikrat manjSa od pribli¥no ocenjene amplitude letnega ni-

hanja na sliki L.

24

*814

1B paJnsesu sadniedadws] T

‘(essTOsqge) Aep pue yjuouw
71 qo aJunjeasdwsy suslJaswzI T BATIS

A euanjedadwey ‘(BSTOSQR) UBP UT Oosaul
U

[¢]

ur sJdngyesaduwsy
:J08zau [epods po *(UBP *G MBSA B1) £L6T BIST ToTJepady BU

€167 ut eoTJepeuYy

*(e3BUTPUO) O

* (83BUTPJO) )

: saoqe 03 moTeg " (Aep U3§ Lusas ATuo)
AN - -

LAY Ny
-
P s

° e

AN ANE

]
® s 0 o

1

LN
)

A==

)
-8 % 8

RNENTNNNCE RPN P IUN

2 % 2 % 80 00 9 0 050 e 5 88 &

AN N N = e b b O e OO OO CCL LD XU Y XX A NN NANANT TIIIVIITIVUU S L POV AWRUARARURATN = et b

ROSPRAFRE R =D SN AN NSRS O X R LN FCF
COXOP =S =0 =0 NNNOAX=mC P XS &

- S e e w ad e md m d md D D D

PG =
(RN

25




Vrhovi pri k je enako: 8, 11, 14, 18, 27, 39, in 45 (slika 2), so od glav-
nega vrha pri k = 6 precej niZji. Po vrsti priblizno ustrezajo valovnim

E 1 3:53; dolZinam: 8, 6, 5, 4, 2.5, 2 in 1.5 meseca.Ker je moénostni spekter soda
. 3:?36 funkcija, smo ga na sliki 2 izrisali samo za nenegativna frekvencéna Ste-
8'£:§ vila k, in Se to le za prvih 75.

O (72 SRl e —
f\g §‘ 6::3( Prenosna funkcija T(u) je po formuli (8) dolodena z izbiro najvedje in naj-
oL & : f manjSe frekvence, pri kateri naj se valovanja $e ohranijo. Za najvedjo smo
T 1 1 <17 izbrali: u = 1/27 dni. Ker smo se namenili &asovno vrsto najprej samo
> 3 : 8 zgladiti, ?8 najmanj8a frekvenca u . enaka ni¢. To pomeni, da valovanja z
a = 3 valovnimi dol¥inami, daljSimi-od efhéga meseca, ostanejo, valovanja s kraj-
g § §imi valovnimi dol?inami pa se izlo¢ijo. Frekvenci u X pripada frekven-
iy G éno Stevilo: K ax.™ Ynax® T & 75. Transformirani spekter Fl(u ) oziroma
bt ; transformirani @ocnostas spekter S .{(u ) se od originalnih spektrov F(u, )

oziroma S(u, ) lodita le za k=je, za katere velja: |k|>~k = 75. Vrednost
. - max .
Fl(uk) in Sl(uk) je tam enaka nic. :

Zglajeno &asovno vrsto (slika 3) smo dobili z inverzno FFT spektra F (uk).
Vrsta je spet izrisana le za vsak peti dan v letu 1973. V primerjav} z
vrsto izmerjenih temperatur na sliki 1 je letni temperaturni ciklus ravno
tako dobro opazen, izstopa pa cela vrsta nihanj z razliénimi amplitudami

in valovnimi dolZinami okrog enega meseca. Najvi$ja temperatura na zglaje-
ni krivulji, 10.9 C, nastopa istega dne (13. avgusta) kot najviSja izmer jena
temperatura na krivulji tega leta, 12.6 C. Drugade jS z najnizjo temperatu-
ro. Na zglajeniokrivulji nastopa dne 1. marca, -11.5 C, na izmerjeni pa 1.
decembra, -17.1 C. V dasu od 19. februarja do 11l. marca, ko vsebuje zglaje-
na krivulja Sirok lokalni (in absolutni) minimum do ~11.5C, je bila (6.
marca) izmerjena tudi temperatura -0.4 C. To kaZe, da je variabilnost tem-
perature zaradi "vremena" precej velika. Se bolje se to vidi na krivulji
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z 0 2 . razlik med izmerjenimi temperaturami in vrsto zglajenih temperatur, all pa
g % 5 na histogramu frekvendne porazdelitve razlik. Krivulja razlik (slika 4)
F; 015 kaZe Sum oziroma nihanja temperature zaradi vremenskih procesov, ki so kraj-
. g 8 3 8i od enega meseca, frekvendni histogram pa (slika 5), da je Sum normalno
L 0 0,008 porazdel jen okrog zglajene krivulje in da so amplitude, ki jih doseZe. Sum,
oﬁg g 8 ggg enakega velikostnega reda kot amplituda letnega nihanja temperature s sli-
Ny 5 Vauli ke 3.
~ 0 4 0,044
g@ b QJR‘ 1+ V. . . s v
g ? g-g%? Z nizkofrekvencnim filtriranjem smo casovno vrsto zgladili in s tem odstra-
5 4 02069 nili visokofrekvendéne motnje. Véasih je treba odstraniti tudi podasne valov-
59 3 8-82; ne komponente, ki morda zakrivajo iskane periodiénosti. Letni temperaturni
e 1 02150 cikel je lahko tak primer. NajmanjSo frekvenco u i, Prenosne funkcije T(u)
Zg 8'822 za pasovni filter smo izbrali na modnostnem spektrd dasovne vrste na sli-
64 D.015 ki 2. Ugotovili smo Ze, da vrh pri k = 6 ustreza 341 dnevni periodi, pr
02 3'32? K = 8 pa Ze 8 mesedni oziroma 256 dnevni periodi.
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Slika 14 wcao Razlika med krivuljo izmerjenih temperatur in zglajeno krivuljo temperatur
(v 7"C) za leto 1973

Fig 4 Noise. Curve of mwwwmwm:omm between measured temperatures and smoothed curve of
temperatures in C in the year 1973.
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Slika 3 Zglajena krivulja temperatur v C za leto 1973.

o, .
Fig. 3 Smoothed curve of temperatures in C in the year 1973.
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Slika 5 Histogram frekvencne pogazdelitve Suma v casu od 1.1.1971 do mv’ g<;i:’
9.8..%976 (zvezdice). S &érticami je oznalena zvezdicam najbolj prile- gé \))\!):3
gajoda se teoretifna normalna porazdelitev. Abscisa - meje tenmpera- ©3 ‘J:L";f?
turnih razredov v °C. e oihoa
; : . . . . 56 Valibr
Fig. 5 Frequency histogram of noise distribution from the lst January 1971 0? 30’81
to the 9th August 1976 (asterisks). Theoretical normal distribution, 8% Ulure
which fits the best to the asterisks, is indicated with lines. P NI627 %
Abscissa - limits of temperature classes in ©C. ;; 3::?2 -~
: : 75 0.uukd
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